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Esercizi svolti - Integrazione di funzioni razionali - AD

1. Cdcolareil seguenteintegrale:
_[ 2X+5

x2+1)(x—3) o

determinano le due costanti A e B tali che:
A+B,  C _ (A+C)x*+(-3A+B)x+C-3B
x*+1 x-3 (X* +1)(x-3)
Si osservi che quando un fattore del denominatore é di grado superiore al primo bisogna

+B
X2 +1

scrivere un polinomio di grado inferiore:

Applichiamo il principio di identitadei polinomi:

__u
A+C=0 [A=—C ig
-3A+B=2;sB=2-3C ; B:—E

C-3B=5 |C-6+9C=5
11
C==
10

e I’integrale diventa:
=
1odx+j 10 dx—
x?+1

Con banali calcoli si ha:

SR g Ay
10° x°+1 107 x-3

111, 2x 1 11
= —E[EJ' v +1dx—13sz—+1dx}+ﬁln|x—3|+c_

dx—leidx +Eln|x—3|+c:
x?+1 10

X2 +1

11 11
:—Z—OIn‘x2 +:q—13arctan gx+EIn|x—3|+c:
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2. Cacolareil seguenteintegrale:

Scomponiamo il denominatore:

'[X(T-l-l)dx

Bx+C  _ (A+B)x* +Cx+ A
x*+1 (xX* +1)(x-3)

A
—+
X

A+B=0 |[A=-B [A=1
C=0 ;C=0 ;4B=-1

—2X
X2 +1

J%dxﬂ' X x= In|x|+%'f

1
1 dx:ln|x|+zln‘x2+ﬂ+c

3. Cacolareil seguenteintegrale
J‘z; dx
3X°-2x+4

Si verificacheil
A=4-48<0
Mettiamo in evidenza il 3 al denominatore:
1

2
3(x2—3x+J

dx

3

Aggiungendo e sottraendo al denominatore il coefficiente dellax diviso per 2 ed elevato al
guadrato, in modo da avere un quadrato di binomio, si ha:
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1 1 1 1 1 1
- J

__J- dx:—j 3
ey ey
=—I(3x 1j +(9j Z_I +( j Xz%jﬁdxz

3 9 9

Dividendo a numeratore e d denominatore si ha:

9 9 3 3
=—J.%dx:ij.— J. Vi1V11 dx = arctg(SX_l}Lc
F(x-y* 3, [3x 1} (3x 1) Vi1 Vi1

11 J11 V11
4. Calcolareil seguenteintegrale:
J‘z;dx
X"+ 3x+1
Cacoliamo il
A=9-4=5>0

Scomponiamo il denominatore, I’integrale diventa:

Svolgiamo i calcoli:

dx
k=4 (2x+ 3+ JE)(2X+ 3—J§)

2 2

‘[ 2X+3++/5 || 2x-3-+/5
S G

Decomponiamo in somma:
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A B _ (2A+2B)X +(3-+/5) A+ B(3+/5)

(2x+3+\/§)+(2x+3—\/§) (2x+3+\/§)(2x+3—\/§)

Applichiamo il principio di identita dei polinomi:

2A+2B=0 [A=-B [A=-B _
(3-\5)A+(3+/5)B=1"|—(3-+5)B+(3++5)B=1"|(-3+~/5+3+/5)B=1
Bo_1_
-7
1
Ao
Quindi:
_ 1 1
1 ~ 2.5 2.5 B
I RERG VAN N Jocan® o
2 2
1 -1 1 1 2 2
_42\6[J (2x+3++/5) OIX+I(2x+3—£) dx}_zzﬁh (2x+3++/5) dx+j(2x+3—\£) o=
~ 1 [|2x+3-+5
_\Eln 2x+3++/5 e

5. Cacolareil seguenteintegrale:
I; dx
(l+ x3)
Scomponiamo il denominatore:

1 1
J.(1+ x3) o= I (L+ X)(X* = x+1) o

Decomponiamo in somma:

A, Bx+C +_(A+B)x2+(—A+B+C)x+A+C
X X—x+1 (X+)(x* = x+1)

Applichiamo il principio di identitadei polinomi:
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A+B=0 A=-B A:%

_A+B+C=0:{C=1-A ; B:—%

A+C=1 ~A-A-A=-1|._
C=2

L’integrale diventa:

J.}/d+'[ Tk ydx:lln|x+14—lj‘2x;2dx:

X+1 -x+1 X+1

:—In|x+14——_|' x+1 _-[ x+1
e llpclg 2p 1

=—In|
3

1 2x-1 1 2 1
_§In|x+]1—€D‘ x2—x+1dx+-[x2—x+1dx}r§I x2—x+1dX_

:%In|x+]4—%ln‘x2—x+]4+%jXZ_—X+l

Calcoliamo a parte J'; dx

X2 —X+1

JA ! dx—j ! 1dx:j ! 1 dx =
x> —x+1 Woxi it (XZ—X+J+(1—j
4 4 4
1 1
= dx = = =
I( 1)2 (3) (Zx 1)2 3 I(2X—1)2 3
X—=| +| =
2) \4 2 4 4 4
4 2
:I 42 dx=I 3 dx:i dex:
(2x-1)*+3 (ZX—l)zJrl J3? (2x-1
\/:—,’ \/5 +1
=£arctg(zx—_l)+c
V3 V3

Pertanto gli integrale dato €
1 1 1 2x-1
ZIn|x+1-=In|x* - x+1+—arctg| ——— |+C
Ao xege g[ @]
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6. Cacolareil seguenteintegrale:

Scomponiamo il denominatore:

'|.4 x2 dx:J‘ 5 12 dx=j 1 5 dx
X —=3x"+2 (x*=-D(x*-2) (x=D)(x+DH(x"-2)

Decomponiamo in somma:

A, B +Cx+D_(A+B+C)x3+(A—B+D)x2+(—2A—ZB—C)X+(—2A+ZB—D)
x-1 x+1 x*-2 (X-D)(x+D(x*-2)

Applichiamo il principio di identita dei polinomi:
A+B+C=0 A:_%

A-B+D=0 B— %
=1

—2A—28—C:1
—2A+2B-D=0 _0
L’integrale dato diventa:
-1/2 1/2 1
d dx=—-=In|x— =
J'x+1 I -2 2 | ]4
2_ 2_
:—lln|x—]4—lln|x+]j+lln‘x2—2‘+c:llnX 2+c:ln X2 2+c
2 2 2 2 |x-1 x“ =1
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7. Cacolareil seguenteintegrale:

Xt +3¢% —x+1
I—S 5 dx
X° 4+ 2X° + X

Eseguendo la divisione tra polinomi s ha:

X' +3x% —x+1 (-3x* —2x+1)
oy Xt
X°+2X°+ X e+ 2X2 + X

Pertanto:

J-x +3x° x+1 .[x+ldx+.[( - 2x+1)d X IB;( +22x 1Ix
X+ 2X% + X X+ 2X% + X 2 X°+2X°+ X

3x +2x-1 J-3X +2X— 1
X2 + 2% +x X(x+1)?

Calcoliamo a parte J.
Applicando |a decomposizione in somma:

A B C _ (A+B)X’+(2A+B+C)x+ A
X X+1 (x+1)? X(X+1)(x+1)?

Applichiamo il principio di identitadei polinomi:

A+B=3 A=-1
2A+B+C=2;{B=4
A=-1 C=0

L’integrale diventa:
Illdx+jidx: —log|X+4log|x+1+c
X X+1

Tornando al’integrale dato si ha:
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J

X +3¢ - x+1

dx =
X3+ 2% + X

2
X?+ x+log|x|—4log|x+1+c
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